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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XII-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017 

 

CLASA a XI-a 

 

 
Subiectul 1.  

Se consideră matricea 𝐴 = (
1 1 0
0 1 1
1 0 1

) și șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥2 , (𝑏𝑛)𝑛≥2, (𝑐𝑛)𝑛≥2 , unde  

𝑎𝑛 = 𝐶𝑛
0 + 𝐶𝑛

3 + 𝐶𝑛
6 + ⋯ ;    𝑏𝑛 = 𝐶𝑛

1 + 𝐶𝑛
4 + 𝐶𝑛

7 + ⋯ ;    𝑐𝑛 = 𝐶𝑛
2 + 𝐶𝑛

5 + 𝐶𝑛
8 + ⋯ ; 

a) Calculaţi 𝐴𝑛 , pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 

b) Arătaţi că 𝑎𝑛
3 + 𝑏𝑛

3 + 𝑐𝑛
3 − 3𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 = 2𝑛 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2.  

 

Subiectul 2.  

Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℂ) astfel încât 6𝐴2 = 𝐵2 și 5𝐴𝐵 + 𝐼𝑛 = 4𝐵𝐴. Arătați că 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. 

 

Subiectul 3. 

          Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 definit prin 𝑥𝑛 = {
1 , dacă 𝑛 este pătrat perfect
0,                                      în rest

      

și  𝑠𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.  

a) Arătați că   lim
𝑛→∞

𝑠𝑛

𝑛
= 0 . 

b) Studiaţi convergenţa şirului (
𝑠𝑛

√𝑛
)

𝑛≥1
. 

  

Subiectul 4.  

Fie șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 un șir de numere reale cu 𝑎1 = 4 și 3 ⋅ 𝑎𝑛+1 = (𝑎𝑛 + 1)3 − 5,   𝑛 ≥ 1. Calculați  

lim
𝑛→∞

 ∑
𝑎𝑘 − 1

𝑎𝑘
2 + 𝑎𝑘 + 1

𝑛

𝑘=1

. 

Notă:  

 

1) Timp de lucru 3 h. 

2) Fiecare subiect se notează cu  puncte de la 0 la 7. 
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XII-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017 

 

CLASA a XI-a 

Subiectul 1. Se consideră matricea A=(
1 1 0
0 1 1
1 0 1

) și șirurile (𝑎𝑛)𝑛≥2 , (𝑏𝑛)𝑛≥2, (𝑐𝑛)𝑛≥2 unde  

𝑎𝑛 = 𝐶𝑛
0 + 𝐶𝑛

3 + 𝐶𝑛
6 + ⋯ ;    𝑏𝑛 = 𝐶𝑛

1 + 𝐶𝑛
4 + 𝐶𝑛

7 + ⋯ ;    𝑐𝑛 = 𝐶𝑛
2 + 𝐶𝑛

5 + 𝐶𝑛
8 + ⋯ ; 

a) Să se calculeze 𝐴𝑛 , pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 
b) Să se arate că 𝑎𝑛

3 + 𝑏𝑛
3 + 𝑐𝑛

3 − 3𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 = 2𝑛 pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2.  

Soluţie: a) A=𝐼3 + 𝐸, unde 𝐸 = (
0 1 0
0 0 1
1 0 0

) , 𝐸2 = (
0 0 1
1 0 0
0 1 0

) , 𝐸3 = 𝐼3                                2p 

𝐴𝑛 = (𝐼3 + 𝐸)𝑛 = 𝐶𝑛
0𝐼3 + 𝐶𝑛

1𝐸 + 𝐶𝑛
2𝐸2 + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛𝐸𝑛 = 𝑎𝑛𝐼3 + 𝑏𝑛𝐸 +  𝑐𝑛𝐸2                           2p 

b) det (𝐴𝑛) = (𝑑𝑒𝑡𝐴)𝑛 = 2𝑛                                                                                                        1p 

det (𝐴𝑛) = |
𝑎𝑛 𝑏𝑛  𝑐𝑛

 𝑐𝑛 𝑎𝑛 𝑏𝑛

𝑏𝑛  𝑐𝑛 𝑎𝑛

| = 𝑎𝑛
3 + 𝑏𝑛

3 + 𝑐𝑛
3 − 3𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 ⇒ 𝑎𝑛

3 + 𝑏𝑛
3 + 𝑐𝑛

3 − 3𝑎𝑛𝑏𝑛𝑐𝑛 = 2𝑛     2p 

 

Subiectul 2. Fie 𝐴, 𝐵 ∈ ℳ𝑛(ℂ) astfel încât 6𝐴2 = 𝐵2 și 5𝐴𝐵 + 𝐼𝑛 = 4𝐵𝐴. Arătați că 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. 

Soluţie: 

Din 5𝐴𝐵 + 𝐼𝑛 = 4𝐵𝐴, pe de o parte se obține 𝐴𝐵 =
4

5
𝐵𝐴 −

1

5
𝐼𝑛,  

iar pe de altă parte avem 5𝐴𝐵2 + 𝐵 = 4𝐵𝐴𝐵. 

1 punct 

Atunci 

5𝐴𝐵2 + 𝐵 = 4𝐵 (
4

5
𝐵𝐴 −

1

5
𝐼𝑛) ⇒ 25𝐴𝐵2 + 9𝐵 = 16𝐵2𝐴 

1 punct 

Cum 6𝐴2 = 𝐵2 ⇒ 6𝐴3 = 𝐵2𝐴 = 𝐴𝐵2, 2 puncte 

din egalitatea de mai sus, se deduce că 9(𝐵2𝐴 − 𝐵) = 𝑂𝑛, deci 

𝐵2𝐴 = 𝐵 = 6𝐴3 

1 punct 

Atunci 

6𝐴4 = 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴. 
2 puncte 

 

 Subiectul 3.            Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 definit prin 𝑥𝑛 = {
1 , dacă n este pătrat perfect
0,                                      în rest

      

și  𝑠𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛  pentru orice 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.  

a) Arătați că   lim
𝑛→∞

𝑠𝑛

𝑛
= 0 . 

 b) Studiați convergența șirului   
𝑠𝑛

√𝑛
 

Soluţie:a) 𝑠𝑛 = 𝑘 , ∀𝑛 ∈ {𝑘2, 𝑘2 + 1, … , (𝑘 + 1)2 − 1} ⇒  𝑠𝑛 = [√𝑛], ∀𝑛 ∈ ℕ∗                           3p 

0 ≤
𝑠𝑛

𝑛
=

[√𝑛]

𝑛
≤

√𝑛

𝑛
=

1

√𝑛
 ș𝑖 lim

𝑛→∞

1

√𝑛
= 0 ⇒  lim

𝑛→∞

𝑠𝑛

𝑛
= 0                                                           𝟐𝐩 

b) 
√𝑛 − 1

√𝑛
<

𝑠𝑛

√𝑛
=

[√𝑛]

√𝑛
≤

√𝑛

√𝑛
 ș𝑖 lim

𝑛→∞

√𝑛 − 1

√𝑛
= 1 ⇒  lim

𝑛→∞

𝑠𝑛

√𝑛
= 1                                          𝟐𝐩 
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Subiectul 4. 
Fie șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 un șir de numere reale cu 𝑎1 = 4 și 3 ⋅ 𝑎𝑛+1 = (𝑎𝑛 + 1)3 − 5,   𝑛 ≥ 1. Calculați  

lim
𝑛→∞

 ∑
𝑎𝑘 − 1

𝑎𝑘
2 + 𝑎𝑘 + 1

𝑛

𝑘=1

 

Soluție 

Avem 𝑎𝑛 > 1, ∀𝑛 ∈ ℕ. 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =  
(𝑎𝑛 + 1)3 − 5

3
− 𝑎𝑛 =

1

3
(𝑎𝑛 + 2)2(𝑎𝑛 − 1) > 0 

deci șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 este crescător.                            1p 

Dacă șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 este convergent, atunci ∃𝑙 ∈ ℝ, cu 4 < 𝑙 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛.  

Rezultă 3𝑙 = (𝑙 + 1)3 − 5, ceea ce implică 𝑙 ∈ {1, −2}, imposibil.  

Deci șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 este crescător, nemărginit, adică 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞.                                  2p 

Pentru orice 𝑛 ∈ ℕ∗ avem 
𝑎𝑛 − 1

𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1

=
3(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)

(𝑎𝑛 + 2)2(𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1)

=
3(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)

(𝑎𝑛 + 2)((𝑎𝑛 + 1)3 + 1)
=

3(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)

(𝑎𝑛 + 2)(3𝑎𝑛+1 + 6)
 

𝑎𝑛 − 1

𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1

=
𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛

(𝑎𝑛 + 2)(𝑎𝑛+1 + 2)
=

1

𝑎𝑛 + 2
−

1

𝑎𝑛+1 + 2
, ∀ 𝑛 ≥ 1.                                  𝟐𝐩 

Atunci 

∑
𝑎𝑘 − 1

𝑎𝑘
2 + 𝑎𝑘 + 1

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑎1 + 2
−

1

𝑎𝑛+1 + 2
=

1

6
−

1

𝑎𝑛+1 + 2
.                                                       𝟏𝐩 

Rezultă 

lim
𝑛→∞

 ∑
𝑎𝑘 − 1

𝑎𝑘
2 + 𝑎𝑘 + 1

𝑛

𝑘=1

=
1

6
.                                                                                                            𝟏𝐩 

 


