COLEGIUL NATIONAL ¥ [i%
»VASILE LUCACIU”

MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
BAIA MARE I :

Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a Xll-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017

CLASA a Xl-a
Subiectul 1.
1 1 0
Se considerda matricca A =0 1 1 ]sisirurile (a)ns2, (bp)ns2, (Cn)nsz » Unde
1 0 1
an=CQ+CS+CS+'“; bn=C%+C£+C,'Z+.-.; CTLZCT%+CT§+CT?+'“;

a) Calculati A™, pentru orice n € N,n > 2.

b) Aritati ca a3 + b3 + ¢3 — 3a,b,c,, = 2™ pentru oricen € N,n > 2.

Subiectul 2.
Fie 4,B € ]V[n((C) astfel incat 64% = B2 si 5AB + I,, = 4BA. Aratati cda AB = BA.

Subiectul 3.

1, daca n este patrat perfect

Fie sirul (x;,) 5, definit prin x,, = { 0 n rest

si s, =xy +x,+ - +x, pentruoricen € N,n > 1.

- P . STL
a) Aratatica lim —=0.
n-oo N

b) Studiati convergenta sirului (s—”) .
n=1

Vn
Subiectul 4.
Fie sirul (a,),s1 un sir de numere reale cu a; = 4 5i 3 - a4 = (a, + 1)3 =5, n > 1. Calculati
n
. a—1
lim ﬁ
n—-oo
e A T Qg

Nota:

1) Timp de lucru 3 h.
2) Fiecare subiect se noteaza cu puncte de la 0 la 7.
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Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII”
editia a Xll-a, Baia Mare, 25 noiembrie 2017

CLASA a Xl-a
1 1 0
Subiectul 1. Se considera matricea A= 0 1 1 | sisirurile (@) 552 » (Pr)ns2, (Cn)ns2 Unde
1 0 1
a, =Co+C3+CS+; by=Cr+Cr+CI+-; c,=CE+Co+CE+

a) Sa se calculeze A™, pentru oricen € N,n > 2.
b) Sa se arate cd a3 + b3 + ¢3 — 3a, b,c,, = 2™ pentru oricen € N,n > 2.

0 1 0 0 0 1
Solutie: a) A=I; + E,unde E = (0 0 1),E2 = (1 0 0),E3 =1 2p
1.0 0 0 10
A" = (I3 + E)" = C2I; + CLE + C2E? + -+ + CRE™ = a,l; + byE + c,E? 2p
b) det(4A™) = (detA)" = 2" 1p

an bn Cn
Cn  Qn bn
bn Cn  Qn

det(4A™) = =a + b3 +c3 —3a,b,c,, a3 + b3+ c3 —3a,b,c, =2" 2p

Subiectul 2. Fie A, B € M,,(C) astfel incat 64% = B? si 5AB + I,, = 4BA. Aritati ci AB = BA.
Solutie:

Din 54B + I, = 4BA, pe de o parte se obtine AB = ZBA — =1, 1 punct
iar pe de altd parte avem 5AB% + B = 4BAB.
Atunci 1 punct
4 1
S5AB?+ B = 4B (EBA — §1n> = 25AB? + 9B = 16B?A
Cum 6A4? = B2 = 643 = B?A = AB?, 2 puncte
din egalitatea de mai sus, se deduce cd 9(B%4 — B) = 0, deci 1 punct
B?A =B =643
Atunci 2 puncte
6A* = AB = BA.
. . L _(1,daca n este patrat perfect
Subiectul 3. Fie sirul (x,),s, definit prin x,, = {0' o rest
si s, =x4 +x,+ -+ x, pentruoricen € N,n > 1.
s
a) Ardtatici lim —=0.
n-oco N
S
b) Studiati convergenta sirului £
Vn
Solutie:a) s, = k,vn € {k?,k? + 1,...,(k + 1)? = 1} > s, = [Vn], vn € N* 3p
S n n 1 1 Sn
OS—n=mS\/—_=—31 lim—==0= lim—=0 2p
n n n  n’ n—>oo\/_ n-oo N
vn—-1 s, [Vn] Vn—1 Sn
b) <—==—F7< si lim =1= lim—==1 2p
Vn oV Vm \/_ N s
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Subiectul 4.
Fie sirul (a,),»; un sir de numere reale cu a; = 4 i 3 - a,4q = (a, + 1)3 =5, n > 1. Calculati
n

. a,—1
W Lt a1
= S
Solutie
Avema, > 1,Vn € N.
(a, +1)3 -5 1
Api1 — Ap = nf— a, = §(an +2)%(a,—1)>0
deci sirul (a,) s, este crescator. 1p
Daca sirul (a,,),»; este convergent, atunci 3l € R, cu4 < [ = lima,.

n—-oo
Rezultd 31 = (I + 1)3 — 5, ceea ce implica [ € {1, —2}, imposibil.
Deci sirul (a,)ns1 este crescator, nemarginit, adica

lima,, = co. 2p
n—-oo
Pentru orice n € N* avem
a, — 1 _ 3(ans1 — an) _ 3(an+1 — an) _ 3(an+1 — an)
az+a,+1 (a,+2)%@i+a,+1) (a,+2)(a,+1)3+1) (a,+2)(Ba,+6)
a, —1 Aps1 — an 1 1
= = — ,Vn=1. 2p
ati+a,+1 (a,+2)(@ps1+2) a,+2 apyq+2
Atunci
Z": -1 1 111 )
k_la,zc+ak+1_a1+2 i1 +2 6 apyq +2° P
Rezulta
n
li ap — 1 _ 1 1
o Liaf a1 6 P
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